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Введение

Сопротивление материалов - практически первая учебная дисциплина
общеинженерной подготовки, с которой сталкивается студент. Это наука о
прочности и жесткости элементов и деталей конструкций, которая ставит за-
ля1*} разработать простые, удобные для практического применения методы
расчетов типичных, наиболее часто встречающихся элементов конструкций.
Применение упрощающих гипотез позволяет с достаточной для инженерных
целей точностью выполнять прочностной расчет изделий, доводя его до
окончательного числового результата. Другими словами, наука «Сопротив-
ление материалов» создает основы расчетов элементов конструкций на проч-
ность

Выводы, полученные в сопротивлении материалов, в дальнейшем ис-
пользуются во многих специальных технических дисциплинах. Без знания и
применения этих выводов нельзя спроектировать и построить ни одного со-
оружения, отвечающего современным требованиям. Отсюда становится по-
нятным значение сопротивления материалов как науки и ее место среди спе-
циальных технических дисциплин, в которых практические расчеты базиру-
ются на выводах сопротивления материалов.

В условиях постоянно сокращающегося в учебных планах времени, от-
водимого на изучение общетехнических дисциплин, и в то же время необхо-
димости формирования у будущих инженеров базового объема знаний о
прочности и надежности создаваемых и находящихся в эксплуатации изде-
лий, важно иметь обеспечение студентов пособиями, небольшими по объему,
но охватывающими необходимые разделы знаний в соответствии с задачами
формирования у студентов необходимой подготовки по прочности и надеж-
ности конструкций.

Настоящее пособие предназначено преимущественно для студентов,
обучающихся по безотрывной форме обучения для немеханических специ-
альностей, включающей в себя курс сопротивления материалов по сокра-
щенной программе или входящей в состав курса "Прикладная механика". Эю
пособие содержит основной материал по изучаемой дисциплине.

В основные разделы курса включены примеры, позволяющие от про-
стейших задач переходить на более сложные параллельно с изучением теоре-
тического материала. Приложением к изучаемому материалу предлагаются
две контрольные работы с методическими указаниями по их выполнению. В
зависимости от специальности преподаватель может варьировать объем кон-
трольных заданий.



1. Основные положения

1.1. Общие определения и допущения

Учебная дисциплина "Сопротивление материалов" ставит основной задачей
противопоставить действию внешних сил на тело материал нужного качества и в
необходимом количестве. Следовательно, для обеспечения прочности изделия не-
обходимо учитывать три основных фактора* внешние силы, материал и геомет-
рию тела, т. е. его форму и размеры. Учитывая многообразие и сложность сущест-
вования в реальности отмеченных факторов, в сопротивлении материалов реаль-
ная конструкция, материал и действующие силы упрощаются, классифицируются
и на основании проведения упрощений от реальной конструкции переходят к ана-
лизу расчетной схемы. Рассмотрим последовательно эти упрощения.

Материал» используемый в конструкциях, считают идеально упругим, т. е.
подчиняющимся при нагружении закону Гука. Принимается гипотеза о сплошно-
сти и однородности материала, т. е. об отсутствии пустот и разрывов, и о неиз-
менности свойств по всему его объему. Материал предполагается изотропным, т.
е. обладающим одинаковыми механическими свойствами по всем направлениям.

Действующие на тело внешние силы классифицируют по разным призна-
кам: по области действия — сосредоточенные, т. е. действующие в точке, обозна-
чают "F" и предполагают, что их действие сосредоточено в точке, а размерность
И или кгс; распределенные по длине - q (Н/м или кгс/м); распределенные по
площади ' V (Н/м~ или кгс/мь); распределенные по объему " л " (Н/м или
кгс/м3); по времени действия - постоянно действующие и статические, цикличе-
ские и динамические (ударные). К сосредоточенным силам относятся нагрузки в
виде пар сил (моментов сил) - "М'* или *Т" (Им).

Силы различают внешние и внутренние. Внешние - это силы, приложен-
ные из вне к рассматриваемому объекту. К внешним силам относятся и реакции.
Внутренние - это силы сцепления частичек тела или его элементов внутри рас-
сматриваемого объекта.

При оценке действия сил на упругое тело применяется принцип независи-
мости действия сил, заключающийся в том, что результат действия системы сил
на тело равен сумме результатов действия каждой силы в отдельности независимо
от очередности их приложения к тел\.

И, наконец, размеры и форма тела, т. е. геометрия тела. В сопротивлении
материалов основным элементом является стержень (брус), т. е. тело, толщина и
ширина которого несоизмеримо меньше его длины. Если два измерения - длина
и ширина - много больше толщины, то такое тело называется пластиной. Если
поверхности пластины криволинейные, то это - оболочка. А если все три измере-
ния одного порядка, то такое тело называют массивным телом.



1.2. Внутренние силовые факторы. Метод сечений

Одной из важнейших задач в сопротивлении материалов является опреде-
ление внутренних силовых факторов (усилий). Для их нахождения используют
метод сечений. Рассмотрим применение этого метода в общем случае нагруже-
ния. Пусть тело К загружено внешними силами F, q, T (рис. 1.1). Необходимо
найти внутренние усилия в плоскости тела, получающейся в результате его пере-
сечения плоскостью Р. Тело находится в равновесии, оно неподвижно.

Рассекаем тело К плоскостью Р.
Отбросим одну часть, например,
правую. Изобразим отдельно
оставшуюся часть тела (рис. ! 2) и
покажем оси координат х, у, z с
началом в центре тяжести сечения
О. Заменим действие отброшенной
правой части тела на оставшуюся
левую внутренними усилиями.
Из курса теоретической механики
известно, что в этом случае в точке
О будут действовать два силовых
фактора: главный вектор и главный
момент. Покажем проекции на оси
этих силовых факторов: главного
вектора - N,(^,0, и главного

момента
МХ,МУ, Мг (рис. 1.2). Теперь оставшу-
юся часть тела, загруженную внеш-
ними силами и внутренними
усилиями, можно рассматривать
находящейся в равновесии. Составим
уравнения равновесия.

Для пространственной системы
сил можно составить 6 уравнений
равновесия, из которых
определяются шесть внутренних
силовых факторов:

Рис. 1.2

Рис. 1.1

2У,=0,

Здесь внутренние силовые факторы имеют следующие названия: N - про-
дольная (реже - нормальная) сила; Qy и Q: - поперечные (перерезывающие)
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силы в направлении, соответственно, осей у и z\ Мх или Мк - крутящий
момент; Mv и М: - изгибающие моменты относительно осей у и z. Правые части
выражений (1.1) представляют собой: IJFIX - сумма проекций всех внешних сил,
действующих на отсеченную часть, на нормаль к плоскости сечения, т. е. на ось
•*; З7^ и SFi: - сумма проекций всех внешних сил, действующих на отсеченную
часть, на соответствующие оси у и z\ ZTX h - сумма моментов всех внешних сил,
действующих на отсеченную часть, относительно геометрической оси х\ J3V/,, и
ZMz.t ~ сумма моментов всех внешних сил, действующих на отсеченную часть,
относительно осей у и г.

Таким образом, можно сформулировать правило определения внутренних
силовых факторов: внутренние силы N, Q^ и Q: численно равны алгебраической
сумме проекций всех внешних сил (в том числе и реакций), действующих на от-
сеченную часть тела, т. е. по одну сторону сечения, на соответствующие оси х, у
или г. Аналогично, из трех последних строчек выражения (1.1) следует: значение
внутренних силовых факторов Мх, М% и М: численно равно алгебраической сумме
моментов внешних сил, действующих по одну сторону сечения, относительно со-
ответствующих осей х, у и z.

Эти же значения внутренних усилий можно получить, рассматривая равно-
весие правой части [попробуйте самостоятельно изобразить правую часть с обо-
значением всех внутренних силовых факторов и внешних сил и записать выраже-
ние, аналогичное (1.1)].

Учет независимости внутреннего усилия в сечении от выбора стороны (ле-
вой, правой) отсеченной части позволяет выбирать более простой вариант опре-
деления внутренних силовых факторов Например, если для конкретной системы
можно выбрать отсеченную часть, в которую не входят реакции связей (например,
консольная балка), то внутренние силовые факторы можно находить без опреде-
ления реакций.

Необходимо отметить одно важное обстоятельство. От уровня понимания и
усвоения метода сечений зависит успешное изучение всего курса сопротивления
материалов Внутренние усилия необходимо знать для проведения прочное!ных
расчетов. Принимая во внимание важность этого раздела, запишем кратко после-
довательность основных шагов при применении метола сечения.

Рассекаем тело плоскостью на две части
Отбрасываем одну из частей тела

РОЗУ Заменяем Оействие отброшенной части на оставшуюся
внутренними силовыми факторами
Уравнение равновесия составляем

Итак, в общем случае нагружения в поперечном сечении могут действовать
шесть внутренних силовых факторов. Внутренние усилия, возникающие в сече-
нии бруса, определяют вид нагружения (деформации). Если действует только од-
но внутреннее усилие, то такой вид нагружения (и деформации) называют про-
стым. Различают следующие виды нагружений и деформаций (см. табл.1).



Таблица

Действующие внутренние
силовые факторы

N-
продольная (нормальная) сила

Q-
поперечная (перерезывающая) сила

К-
крутящий момент

М: или Му -
изгибающий момент

Одновременно действуют несколько
внутренних силовых факторов

Вид нагруження
(деформации)

Растяжение или сжатие

Сдвиг или срез

Кручение

Изгиб
Сложное

сопротивление

Примеры определения внутренних усилий для простых схем нагружения
приведены ниже в соответствующих разделах (растяжение - 2.1, сдвиг и кручение
- 5.1 - 5.2, изгиб - 6.1). Следует начать изучение этого материала именно с самых
простых схем, при этом обратите особое внимание на правило знаков внутренних
силовых факторов.

13. Понятие о напряжениях,и деформациях

Внутренние усилия в сечении представляют собой интефальную величину
Локальных (местных) усилий, распределенных по всему сечению. В общем случае
Интенсивность локальных внутренних усилий будет различна в разных точках се-
чения. Поэтому в дальнейшем удобнее оперировать понятием напряжения, пред-
ставляющего собой внутреннюю силу, отнесенную к единице площади в данной

dR
точке рассматриваемого сечения.
Пусть на элементарную площадку dA (рис. 1.3) действу-
ет внутреннее усилие dRr тогда полное напряжение р,
определится выражением:

*? (1.2)

ИЛИ

dR

'"'dA'
(1.3)

Рис. 1.3

Если проекции вектора dR составляют dN и dQ, то нор-
мальные напряжения а и касательные г, соответствен-
но, запишутся:

dA dA



В общем случае между напряжениями существует связь:

(1.5)

Рис. \А

Под действием внешних
сил любое тело деформирует-
ся, т. е. изменяет размеры и
форму.

В произвольной точке
недеформированного тела (рис.
1.4) возьмем два отрезка АВ и
АС, параллельные осям х и \.
После нагружения тела и его
деформации отрезки займут
положения, соответственно,
А,В, и A,Ct.
Линейной относительной де-
формацией в точке А по на-
правлению дг (обозначается
£х) будет предел отношения
приращения отрезка АВ к его
длине при стремлении длины
АВ к НУЛЮ:

lim -
4B-+0

- АВ
аналогично

.. Л,С,-АС
, = lim - - -— — .АВ } лс-+о АС

Также может быть определена и деформация AD в направлении оси z
(на рис. 1.4. не показано):

A,D, - AD
е. = lim -J—L

AD-+O AD
Изменение угла CAB в плоскости ХОУ называют угловой деформацией

( сдвиговой деформацией) и обозначают уп:

(1.6)

(1.7)

у = lim
AB-
AC-

J - ZBAC). (1.8)

Аналогично могут быть записаны деформации сдвига и в остальных двух

взаимно перпендикулярных плоскостях ух~ и ух:

Итак, в курсе сопротивления материалов излагаются наиболее простые
методы расчета. При этом вводятся упрощающие гипотезы (допущения), позво-
ляющие реальную конструкцию представить в виде расчетной схемы Эти допу-
щения распространяются на материал, нагрузку и геометрию тела. Вводятся
понятия внутренних усилии, определяемых методом сечений и напряжений, пред-
ставляющих собой внутренние усилия, отнесенные к единице площади Под дей-
ствием сил точки тела перемещаются, а количественной мерой этих перемеще-
ний служат деформации - линейные и угловые.



2. Растяжение и сжатие

2.1. Внутренние усилия, напряжения, деформации

2.1.1. Продольная сила. Растяжение - простой вид нагруження, когда только один
внутренний силовой фактор ''продольная сила" не равен нулю. Других внутрен-
них усилий нет. Растягивающее внутреннее усилие, т. е. направленное от сечения,
считают положительным, сжимающее - отрицательным. На рис. 2.1 показано
определение внутренних усилий при растяжении (сжатии). Применяем метод се-
чений.

Рассекаем стержень плоскостью 1-1 (рис 2. К а).
отбрасываем верхнюю часть (выше i-l),
прикладываем ;V (рис. 2.1, б) и составляем
уравнение равновесия:\

1

T
i

N
t

-4-1

f
X
A

T I I I

a
F ^

6
Рис.2.1

Внутреннее усилие в рассматриваемом сл>чае не
зависит от х. постоянно по всей длине стержня.

Если к стержню в различных сечениях
приложено несколько сил, внутренние усилия по
длине на различных участках стержня б>дут

различными. Для наглядности строят график изменения Nfx, по длине стержня, ко-
торый называют эпюрой продольных сил.

Пример 1. Стержень находится под действием сил f\=4Q кН. F:=20 кН и
Fj=60 кН, ({ =(2 = (5 = \м, А2-2Л1~4см1 (рис. 2.2, а). Определить внутренние
усилия. Построить эпюры.

Решение. Разбиваем стержень на участки, границами которых буд\1 сече-
ния, в которых приложены силы. Получим три участка: !. Я и IIL
Для определения внутренних силовых факторов воспользуемся методом сечений
На участке I проведем сечение 1-1 и отбросим левую часть бруса (рис. 2.2. б). 'За-
тем приложим к сечению Ы продольную силу # ь заменякшгую действие отбро-
шенной части стержня на оставшуюся правую часть. В соответствии с уравне-
ниями (1 Л) другие внутренние силовые факторы равны нулю, так как равны н>лю
правые части уравнений равенства. Прикладываем положительное, т. е. растяги-
вающее, направленное от сечения 1-1 внутреннее усилие ,V,. Составим уравнение
равновесия для правой части:

Очевидно, что такое же значение N} будет в любом сечении участка вплоть до се-
чения, в котором приложена сила /*Ч

На участке I! проведем сечение 2-2 и выполним аналогичные предыдмцим
действия. Отбросим левую отсеченную часть и заменим ее действие на остав-
шуюся растягивающей, т. е. положительной, продольной силой N: (рис. 2.2, в).
Составим уравнение равновесия.
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Как видим, полученные выражения /V, и
N? равны сумме всех сил, действующих по
одну сторону от сечения. Это правило было
отмечено выше при обсуждении уравнений
равновесия (11).

Пользуясь этим правилом, можно опре-
делить внутреннее усилие на Ш участке без
построений, приведенных на рис. 2 2, б, в,
а сразу записав сумму проекций всех сил,
действующих на отсеченную часть, т. е..

i\3 =.F,-F2-F3=40- 20-60 = -40кН.
Отрицательное значение N3 показывает, что
внутреннее усилие б\дет сжимающим

Теперь можно перейти к построению
эпюры внутренних силовых факторов - в
данном случае продольных сил. Проведем
ось, параллельную геометрической оси бруса,
и отложим определенные выше значения N в
произвольно выбранном масштабе по перпен-
дикулярам к проведенной оси (рис. 2.2, г).
Положительные значения N откладываем
вверх, отрицательные ~ вниз. Построенную
эпюру штрихуем перпендикулярно к оси, так
что каждая линия штриховки представляет
собой величины N в соответстз>ющем сече-
нии.

Можно было бы определить величины
N, рассматривая равновесие левой отсеченной
части бруса В этом случае необходимо пред-
варительно определить реакции в заделке, что
усложнило бы решение задачи.

2.1.2. Напряжения в поперечном сечении. В соотве гст вии с выражением (1.4)

,V=J<rctt, (2.1)
А

где А - площадь поперечного сечения
Из опыта известно, что центрально приложенная сила приводит к равно-

мерному растяжению стержня, а следовательно, и постоянству напряжений по
поперечному сечению (рис. 2.1, в). Поэтому

N = aA, <т = -Л • (2.2)
А



Если известны внутреннее усилие N и площадь поперечного сечения А, по
(2.2) можно определить напряжения а в любом сечении и построить эпюру а. На
рис. 2.2, д приведена эпюра а для рассмотренного выше примера 1.

2.1.3. Перемещения и деформации Закон Гука.
При действии продольной силы удлинение образца определяется по

такому Гука (рис.2.3)

Здесь АС - абсолютное удлинение (АС = £} - Со),

А - площадь поперечного сечения,
Е - модуль нормальной упругости (модуль Юнга).
Модуль Юнга - физическая константа материала. Для стали

Е = (2 - 2,13) 105 МПа. Для других материалов Е можно взять из таблиц.
В соответствии с определением:

s - f ,

где s - относительная линейная деформация.
С учетом формул (2.2 и 2.4) выражение (2 3) можно записать в виде:

(2.4)

(25)

Абсолютная поперечная деформация АЬ = Ъо - b} (рис. 2.3), а относитель-

ная поперечная деформация

А
€ = — .

ьо

(2 6)

— Т

р и с 2.3

Отношение поперечной деформации к продольной
~ при растяжении является постоянной величиной. Абсо-

лютная величина этого отношения называется коффици-
{п ентом Пуассона или коэффициентом поперечной дефор-

мации

(27)

Для сталей эта величина равна 0,25 - 0,33.
Наряду с вычислением деформаций в ряде случаев

необходимо установить перемещения отдельных сечений
или узлов конструкций. Для стержня (рис. 2.3) перемеще-

ние свободного конца стержня и равно ЛС, т.к. второй конец стержня закреплен.
Перемещение любого сечения стержня иП) на расстоянии х от места закрепления в

\ V
соответствии с формулой (2.3) определится выражением Ь\ = ' --- .

В качестве примера построим эпюру перемещений и для стержня, изобра-
женного на рис 2.2.

Удлинения стержня ЛС] ,АС2 и д(ъ на участках 1, 2 и 3 составят:
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Так как левое сечение стержня неподвижно, т. е. перемещение его равно ну-
лю, перемещение сечения, в котором приложена сила F3, составит
Л(.ъ - -0.5 -10"3 м. Относительно этого сечения, сечение, в котором приложена сила

F2, переместится на 0,25 10~3 м. Аналогично
найдем перемещение конца стержня, которое
составит О.75-1О~3м. По этим данным строим
график (эпюру) перемещений и (рис. 2.2, е).

2.2. Механические свойства материалов

Одним из основных факторов обеспече-
ния прочности, как отмечено во введении, яв-
ляются свойства материала. Их определяют
при механических испытаниях образцов из
данного материала. Наиболее распространены
испытания

на растяжение. В процессе растяжения образца на специальной испытательной
машине автоматически записывается диаграмма растяжения "нагрузка F - уд-
линение Д£". На рис. 2.4 приведена характерная диаграмма растяжения малоуг-
леродистой стали. Затем обрабатывают диаграмму. От начала нагружения до точ-
ки А справедлив закон Гука. При снижении нагрузки на этом участке разгрузка
пойдет вдоль линии ОА. Максимальное напряжение, до которого справедлив за-
кон Гука, называют пределом пропорциональности с nu. Его определяют по
формуле

<тпц = ̂ . (2.S)

Если остаточная деформация, т. е. невозвращения образца к исходным раз-
мерам, составляет 0,05 % (точка В), то соответствующее ей напряжение называют
пределом упругости (Jons. т. е.

Рис. 2.4

Г0.05
J0.05 '

(2.9)

Участок С Д параллельный оси Л^, называют площадкой текучести. Здесь
деформация происходит при постоянной нагрузке F\. Соответствующие напря-
жения называют физическим пределом текучести G\ и определяют по формуле



^ T s f - (2.10)

Напряжение, соответствующее максимальной нагрузке F^, называют
временным сопротивлением или пределом прочности <хв, выражающимся форму-
лой

а в = ~ г ^ (2.11)

Основными характеристиками прочности, используемыми в практических
расчетах, являются а о,оь at и ов. Для малоуглеродистой стали, имеющей
площадку текучести, например, для стали Ст.2, эти характеристики следующие:
а ом = 200 МПа, <7Г

==220 - 260 МПа, <тв -340 ~ 420 МПа.
После разрушения образца определяют характеристики пластичности:

относительное удлинение после разрыва

Sp = C*~i() 100%. (2Л2)

где £0 - соответственно, исходная, (к - конечная, после разрыва, расчетная

длина образца;
относительное сужение после разрыва

°~Ak (2.13)

где Ао и Лк - соответственно исходная и конечная, после разрушения, площадь
поперечного сечения.

2 3 . Расчеты на прочность и жесткость

Размеры деталей в конструкциях должны быть такими, чтобы возникающие
в них напряжения не вызывали нарушения работоспособности конструкции. При
напряжениях, равных пределу текучести, возникают остаточные деформации, а
при пределе прочности происходит разрушение детали. В работающей конструк-
ции такие напряжения, естественно, возникать не должны. Их ограничивают до-
пускаемыми напряжениями [о], которые определяют по формуле

[<*] = £**•, а 14)
п

где аоп- опасные напряжения (а т для пластичных и ав - для хрупких материа-
лов), п - коэффициент запаса прочности, который колеблется в пределах 1,4 -
3,0 и более.

Прочность детали будет обеспечена, если выполняется условие:

которое называют условием прочности по допускаемым напряжениям при растя-
жении. Из него вытекает три вида расчетов:
проектировочный расчет



А [а\

определение допускаемых нагрузок:

проверка прочности:

-<Н.
А

Иногда, дополнительно, ставится условие ограничения величины упругого пе-
ремещения (удлинения) 6 какой-либо точки системы заданным допускаемым зна-
чением [Ь]. В этом случае проводят расчет на жесткость аналогично расчету на
прочность:

Л(тш<[ЛС]. (2.16)

В качестве резюме отметим следующее. Растяжение - вид деформации
(нагружения), вызываемый центрально приложенной продольной силой. В попе-
речном сечении возникают равномерно распределенные по сечению нормальные
напряжения а Связь между деформациями и напряжениями описывается зако-
ном Гука и характеризуется для изотропного тела двумя упругими постоянными
- Е, /л. Испытаниями на растяжение определяются основные механические свой-
ства материала. По ним устанавливают допускаемые напряжения. Расчет на
прочность по допускаемым напряжениям сводится к тому, чтобы действующие
в стержне максимальные напряжения не превышали допускаемых, определяемых
свойствами материала.

3. Основы теории напряженного и деформированного состояния.
Теории прочности

3.1. Напряжения по наклонным площадкам при растяжении

По формуле (2.2) определяется на-
пряжение в поперечном сечении стержня.
По площадкам, наклоненным к этому се-

Тл/ чению под углом а (рис. 3.1), будут дей-
ствовать нормальные оа и касательные ты

напряжения, так как возникает нор-
Рис.3.1 мальное усилие Na-Ncosan касатель-

ное усилие Qa as N since:

Na Ncosa 2 /n iv
~-JL = = <xcos a. (3.1)

Aa A/cos a

Nsina
< 3 2 )

Aa A/ca$a A 2



где Аа = А / cos а - площадь наклонной шющадки.
Видно, что ста =* а ^ при а = 0°;

*а~*пик при а = 45°.

3.2. Напряженное состояние в точке. Главные напряжения.
Виды напряженного состояния

Напряженным состоянием в точке называется совокупность напряжений, воз-
никающих во множестве площадок, проходящих через рассматриваемую точку.
В общем случае по площадкам любого элемента будут действовать три компо-
нента напряжений, а по трем взаимно перпендикулярным площадкам - 9 ком-
понентов (рис. 3.2). Их можно представить в виде тензора напряжений:

ху * xz

(3.3)

Рис.3.2

Из выражений (3.1 и 3.2) видно, что при
повороте площадки компоненты напряжений
меняются, хотя напряженное состояние
одно и то же. Имеется только одна ориен-
тация взаимно перпендикулярных площадок,
по которым будут действовать только
нормальные напряжения, а касательные
равны НУЛЮ { рис 3.3). Такие площадки на-
зывают главными площадками^

а нормальные напряжения на них - главными напряжениями. Их обозначают a i
02 и <Тз, причем выбирают (с учетом знака):

Напряжения с, и ог3 являются соответственно наибольшими и наименьшими
нормальными напряжениями из всех возможных значений для конкретного на-
пряженного состояния. А поскольку рис. 3.2 и рис. 3 3 отражают одно и то же на-
груженное состояние элемента, можно говорить, что эти напряженные состояния
одинаковы, и тензор напряжений примет вид:

1 0 0\

0 (3.4)

Рис 3.3

0 а:

,0 0 аг)

В зависимости от числа действующих, т. е. не равных ну-
лю, главных напряжений различают следующие виды на-
пряженных состояний:

объемное - все три главных напряжения не равны ну-
лю,

плоское - два главных напряжения не равны нулю,
линейное - одно главное напряжение не равно нулю.

При растяжении имеет место линейное напряженное состояние.
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$3. Напряжения по наклонным площадкам
при плоском напряженном состоянии

Если действуют два главных напряже-
ния, например, О\ и с?2< то значения оа и t a, дей-
ствующие на площадке, повернутой на угол а
(рис. 3.4), на основании принципа независимости
действия сил и в соответствии с формулами
(3.1) и (3.2), примут вид:

Рис. 3.4

•эР-

аа = <т, cos2 a + a2

 c°s2 -(90° - а)

= CTJ c o s 2 a + а2 s i n 2 а ,

( 3 . 5 )

( 3 . 6 )

По перпендикулярной площадке соответствующие компоненты напряжений
можно найти, заменив угол а в выражениях (3.5) и (3.6) на угол р~90 -а. По-
лучим:

0р ~ 015/w ос + &2 c o s a» (3.7)

Тр = — -sin20 = —-——sin2a. (3.8)

Из анализа выражений ( 3.5 - 3.8 ) следуют две важнейшие закономерности:
<уа + о р = &j + 0"^, (3.9)

т. е. сумма нормальных напряжений по взаимно перпендикулярным площадкам -
величина постоянная и

г в — г , . (ЗЛО)
Это закон парности касательных напряжений: касательные напряжения по

взаимно перпендикулярным площадкам равны по величине и противоположны
по знаку. Закономерности (3.9 и ЗЛО) справедливы для любого напряженного со-
стояния.
Из формулы (3.6) следует, что при a=45 (sin2a=l) касательные напряжения мак-
симальны

r^-^у1' ОМ)
Таким образом максимальные касательные напряжения в точке равны полураз-
нести главных напряжений и действуют на площадках, наклоненных к главным
под углом 45 .



3.4. Определение главных напряжении и положения главных площадок

Рассмотрим задачу определения главных напряжений с, и а 3 при плоском
напряженном состоянии, если известны компоненты напряжений на площадках

Рис. 3.5

общего положения (рис.3.5, а).

Рассмотрим равновесие элемента, показанного на рис.3.5, б. Пусть ц/ -у гол

между направлением и нормалью п к площадке, площадь которой обозначим J I

Тогда площадь вертикальной грани элемента будет dAcosy/, а горизонтальной

dAsinif/. Проектируя все силы на направление нормали п, запишем

cr^dA - aadAcosy/ cosy/ + radA cos у/sin у/ + т pdAsiny/siny/ + GpdAsmy/smy/ = 0

Проектируя все силы на направление Г ,̂ получим

TydA - оadAcosy siny/ - TadAcosy/cosy/ + тpdAsiny siny + apdAsinif/cos у - 0.

Сокращая на dA и используя формулы двойных углов, найдем о у и zv
<уу, = ста cos2 у/ + ? sin у/ - та sin 2ц/,

• та cos 2ц/. (3.13)

Чтобы найти у/, при котором по площадкам будут действовать главные на-

пряжения С\ и &2У имеющие экстремальные значения, нужно приравнять к н\ чю

•— '̂ - или приравнять к нулю xv, так как на главных площадках касательные

напряжения равны нулю. В обоих случаях tg2y/0 — (3.14)

Для определения величины главных напряжений G| и а 2 подставим в фор-
мулу (3.12) У= Уо из выражения (3.14), предварительно выразив тригонометриче-
ские функции в (3.12) через тангенс двойного угла. После несложных преобрази
Ьаний получим:
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В этой формуле знак плюс соответствует максимальному главному
напряжению <*„** =CTj, а минус - второму главному напряжению ат1П=с2,

3.5. Зависимости между напряжениями и деформациями
в общем случае нагружения (обобщенный закон Гука)

Рассмотрим деформацию элемента,
изображенного на рис. 3.6.
Пусть е, - суммарная деформация в
направлении at. Деформация в направлении
удлинения от о> в соответствии с (2.5)
запишется в виде:

_
* о2 Рис.3 6

Но от сг2

 и О̂з элемент в соответствии с (2.6) будет сжиматься на величину

а общая деформация 8| равна алгебраической сумме £] и е} , т. е.

Аналогично (3.16)

Вместе эти три выражения носят название обобщенного закона Гука, a sf, e:

и е3 называют главными деформациями.

3.6. Изменение объема яри деформации

Если до деформации стороны элемента имели размеры а, в и с , то после
деформации а( 1 + €j), в( 1 + ег) и с( 1 + Ез)« Легко рассчитать относительное изме-
нение объема UQ:



Подставим значения 8i из выражения ( 3.16 ), получим

(3 18)

Э.7. Работа внешних сил и потенциальная энергия упругой деформации

Затраченная на деформирование энергия (работа внешних сил) равна пло-
щади заштрихованного треугольника ( рис. 3.7), т. е.

P - F A f

Ft 2 ' ( З Л <

Работа внешних сил преобразуется в потенциальную
энергию упругой деформации тела (У, т. е.

u-p-N с

2 ЕЛ
(3-20)

Л Al

Рис.3.7 кг NC

так как АС = — .

Удельная потенциальная энергия упругой деформации

_U _ N22( сте
U~V ~ 2ЛСЕЛ~ 2

где V = А -С - деформируемый объем.
При объемном напряженном состоянии

или с учетом (3.16 )

и = — (а/

и = -(о1е1 + а2е2 + &}

+ а2

2

(3 21)

(3.22)

(3 23)

4. Геометрические характеристики плоских сечений
4.1. Статические моменты и моменты инерции

В расчете на прочность при растяже-
нии для оценки геометрических размеров
поперечного сечения было достаточно зна-
ние одного параметра - площади попе-
речного сечения А, а поперечное сечение
может быть круглым» квадратным, прямо-

0 угольным и т. д. Опыт показывает, что, на-
пример, при изгибе стержня картина ока-
зывается более сложной. Это можно про-
следить на изгибе обычной линейки: при
одной и той же площади поперечного се-
чения ее легко изогнуть руками в "слабом"

*• 2
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направлении, положив ее "плашмя", и практически невозможно - в перпендику-
лярном ему. Поэтому для количественной оценки размеров тела необходимы дру-
гие геометрические характеристики.
Из курса теоретической механики известно определение положения центра тяже-

S S
сти сечения: ъ^ « И , уц т = ̂ , (4.1)

А Л

где уц т и zUT - положение центра тяжести в координатах х, z; Sy = \zdA и
А

S2 = jydA - статические моменты площади относительно осей у и z (рис. 4.1).
А

Относительно осей, проходящих через центр тяжести, S>0 и S?o будут равны нулю.
При изучении простых видов нагружения "кручение" и "изгиб" придется

иметь дело со следующими геометрическими характеристиками:
осевые моменты инерции сечения относительно осей у и z, соответственно,

Jv = \z2dA
А

\v2dA\

полярный момент инерции сечения

JP = [p2dA,

видно, что JP = \{y2

центробежный момент инерции сечения

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)

Рассмотрим определение осевого момента инерции
для простого сечения, например, для
прямоугольника (рис. 4.2).

Аналогично получим

Определим Jp для круга радиусом R (рис. 4.3).

\ y2bdy
,,3

12
(4.6)

(4.7)

(4.8)

Здесь

Из условия симметрии круга, с учетом (4.4) видно, что

<4-9>

4.2. Зависимости между моментами ижртш при параллельном переносе и
повороте координатных осей

При параллельном переносе осей, из которых одна пара их является цен-
тральной, получим (рис. 4.4 )•



(4.10)

Рис.4.3 z,

Рис.4.4

так как yo, z0 - оси центральные, то, и \у0 dA = 0. Выражение (4.10)
А

запишется в виде:

JZj =J.p +a2A, (4.1 1)

аналогично Jy^JY+b2A. (4.12)

Центробежный момент инерции

dA

J - У = J z n v ,

( 4 . 1 3 )

Рис. 4.5

При повороте осей на угол а координаты

У} и Z] в новых осях можно записать в виде

(рис. 4.5): z, = z c o s a + vsirm ,

у} -ycosa-:sma. (4.14)
Соответственно, осевые моменты инерции

относительно осей 2/ иу/ при известных J: и Jv и угле поворота осей а примут
вид:

JZj = Jz cos2 a + Jv sin2 a - J^ sin2a,

JYl = Jz sin2 a + Jy cos2 a + J^ sin2a . (4.15)

Центробежный момент инерции:

' ' А
sin 2a + J^cosla . (4.16)
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Из (4.15) видно: JZj + Jy/ = JZ+Jy , (4.17)

т. е. сумма осевых моментов инерции при повороте осей не меняется.

43. Главные оси инерции и главные моменты инерции

При повороте осей можно определить угол ао, при котором J2/ и Jyj

будут иметь экстремальные значения, для чего необходимо взять первую произ-

водную по а от JZ/ или Jyj (4.15) и приравнять ее к нулю.

Получим:

^ ( 4 I 8

Если относительно осей, повернутых на угол ао , один осевой момент
инерции будет максимален, то, в соответствии с (4.17), другой - минимален. Та-
кие оси называются главными, а осевые моменты относительно них, найденные
при подстановке в формулы (4.15) а=ао , называются главными моментами инер-
ции.

Такое же выражение (4.18) для угла а 0 получается из выражения (4.16), если

центробежный момент инерции J./4 приравнять нулю. Следовательно, относи-

тельно главных осей инерции центробежный момент инерции равен нулю.
После подстановки в формулы (4.15) а=ао и замены cos'a и sin'a через

функцию двойного угла, формулы для определения главных моментов инерции
примут вид:

Главные оси, проходящие через центр тяжести, называют главными цен-
тральными осями инерции. Видно, что вид формулы и основные понятия имеют
много общего с теорией напряженного состояния.

В заключении отметим следующее. Прочность и деформация стержней, в
частности, работающих на изгиб, зависят от взаимной ориентации поперечного
сечения и плоскости действующих сил. Для характеристики поперечных сечений
необходимо знание некоторых понятий и параметров сечений. S: и Sx— статиче-
ский момент ппощади сечения относительно осей z и у; J* Jy. Jp и Jly>~ осевые,
полярный и центробежный моменты инерции сечения относительно соответ-
ствующих осей При параллельном переносе и повороте осей эти параметры ме-
няются. Оси, совпадающие с центром тяжести сечения, называют централь-
ными. Оси, относительно которых осевые моменты инерции имеют экстре-
мальные значения ( при этом центробежный момент инерции равен нулю), назы-
вают главными осями, а осевые моменты - главными центральными моментами
инерции. Для симметричных поперечных сечений эти оси совпадают с осями
симметрии.



5. Сдвиг. Кручение

5.1. Чистый сдвиг
Сдвиг возникает при действии по фаням выделенного элемента касатель-

ных напряжений. Если действуют только касательные напряжения, а нормальные
равны нулю, то такой

^ _ сдвиг называют чис-
тым (рис. 5.1). При-
нимают,
жения

\

//////У/

а

\

А
ей

что напря-
равномерно

распределены по
плоскости сдвига и
определяются
формулам

г =

по

(5J)

Рис.5.1
где Q - внутреннее усилие поперечная (сдвигающая) сила,

А - площадь сдвига.
По известным формулам (3.15) теории напряженного состояния можно опреде-
лить главные напряжения

Так как аа = 0 , ар = 0, откуда <jj =+т;сг3 = - г ; а2 = 0.

Наклоны главных площадок определим по формуле (3.14)

= — = - 0 0 * Vo = ~45°

Направление главных напряжений показаны на рис. 5.1, а.
Деформация элемента показана на рис. 5.1, б. Элемент условно закрепим

одной фанью, другая под действием напряжений будет смещаться влево.
Величина б называется абсолютным смещением, а отношение
у = д/а - относительным сдвигом.

Экспериментально подтверждается зависимость между напряжениями и
деформациями r = G-y9 (5.2)
которая называется законом Гука при сдвиге, G - модуль сдвига - величина, ха-
рактеризующая сопротивление материала упругим деформациям при сдвиге.

Для стали G -8 • 10 МПа. Между модулем нормальной упругости Е, коэф-
фициентом поперечной деформации // и модулем сдвига существует связь:
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5.2. Внутренние усилия при кручении.
Напряжения при кручении сплошного круглого вала

Кручение - вид нагружения, когда в поперечном сечении стержня не равно
нулю только одно внутреннее усилие -крутящий момент (рис. 5.2, а).

Определение внутренних устий по участкам проводим известным нам ме-
тодом мысленных сечений. На*приведенной расчетной схеме можно выделить
три участка с различными значениями внутренних усилий - на длинах a, b и с.

Для определения внутренних усилий на участке а рассекаем тело плоскостью
Ы на расстоянии х от начала координат. Отбросим правую часть. Действие от-
брошенной части на оставшуюся заменим внутренним усилием - крутящим мо-
ментом Л/АУ (рис. 5.2, б).

У,

•f

0-

—

Ti

Эп

X

а

.Мк

©

с 1
f b

©
с

©

^ X

-VI2-T3
б

Рис. 5. 2

Другие внутренние усилия равны нулю.
Составим уравнение равновесия.

1МХ = 0. Т, + Мю =0. Мк/ = - Г/.
Из записанного выражения следует, что внутренние усилия Л/д всегда будут

равны сумме внешних крутящих моментов Т} , расположенных по одну сторону
от рассматриваемого сечения. Правило знаков внутреннего крутящего момента
может быть принято любое, но необходимо строгое его соблюдение при опреде-
лении Мк по всей длине вала. Поэтому на участках II и III запишем внутренние
усилия, уже пользуясь отмеченными правилами:

Построим график (эпюру) изменения внутренних усилий по длине вала
(рис. 5.2, а). Стержень, испытывающий кручение, называется валом.

Определим напряжения, возникающие в поперечном сечении вала
(рис. 5.3). Рассмотрим равновесие элемента длиной dx (рис. 5.3,6). Крутящий мо-

мент Мк уравновешивается моментом сил, создаваемым касательными напряже-
ниями, т. е.



\pzdA = Mh (5.3)

где г — касательное напряжение, действующее в элементарной плошали <iA на
расстоянии от центра тяжести
сечения р.

Чтобы выяснить характер изменения
напряжений т по площади А. рассмот-
рим деформацию элемента зала длиной
dx (рис. 5.4). Примем, что сечение при
деформации остается плоским, радиус
прямым, а расстояние dx не меняется.
Считаем условно левое сечение непод-
вижным. Образующая ВС поверье гея на
угол у, точка С займет положение С\.

СС, СС}

В правом сечении радиус р - ОС повер-
нется на угол d^>, так что

СС> - /\i<p. (5.5)

Из совместного рассмотрения (5.4) и
(5.5) получим

(5.4)

dx

Из закона Гука

Следовательно,

G

г = Gp

Подставим (5.8) в (5.3)

мк =

Так как

dx dx

dip

dx '

)p2dA

(5.7)

(5.8)

а из (5.8) G " v = ,
dx />

выражение (5.9) примет вид:

Мк р

(5.10)

(5.11)

Рис. 5.5 для круглого сечения определяли ранее по
формуле (4.8):
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_ xRA _ тгРА

а для трубчатого сечения с наружным диаметром D и внутренним d
, тЮ4-nd4 nD4(t d4

3232 4D4 (5.12)

Эпюра т в соответствии с формулой (5.11) приведена на рис.5.5. При р=0 г- 0;
при р = R г - ттш.

S3. Анализ напряженного состояния при кручении

Вырежем элемент вокруг точки В (рис.5.5), находящейся в области TmdX в при-
поверхностном слое и покажем напряжения по его граням (рис. 5.6, а).

На рис. 5.6, б показана плоская картина элемента с действующими по его гра-
ням напряжениями.

Видно, что по граням элемента действуют только касательные напряжения, сле-
довательно, при кручении возникает чистый сдвиг (рис 5.1). Найдем главные на-
пряжения с помощью формулы (3.15). Получим: а> = г, <т* = -г.
Направление главных площадок (рис. 5.6, в) по которым действуют главные на-
пряжения, находим по формуле (3.14): tg2a = = -оо, а = —45 .

Итак, при кручении возникает напряженное состояние - чистый сдвиг, при кото-
ром главные напряжения равны между собой, противоположны по знаку и чис-
ленно равны касательным напряжениям. Главные площадки наклонены к пло-
щадкам чистого сдвига под углом 45°.

5.4» Расчет на прочность при кручении

Установив величину максимальных касательных напряжений при кручении,
формулу их определения можно представить в виде:
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где W =—— - полярный момент сопротивления. (5.15)
p R

16Для круга Wp~~J6~' ( 5 1 6 )

j£>3

для кольцевого сечения Wp = 1 / - "-- | . (5 17)

Условие прочности по допускаемым напряжениям можно записать в виде.
_Мктах г ,

р

где [г] - допускаемое напряжение при сдвиге.
Из (5.18) можно определить диаметр вала, допускаемую нагрузку или проверить
прочность.

5.5. Закон Гука при кручении и расчет на жесткость

Из выражения (5.9) можно записать ср = \—-— . (5.19)
о GJp

Если в пределах участка Мк = const, то <р =1-^- (520)
GJ р

Помимо расчета на прочность валы проверяют на жесткость, ограничивая
ф г -•

относительный угол закручивания в- - допускаемой величиной [ву

0та = - - - w - a r <[#]. (5 21)
GJP

Из выражения (5.21) можно определить минимальный диаметр вала по \с-
ловию жесткости; окончательно в расчет назначается большая и* условий (5.18)
и (5.21) величина диаметра вала.

Итак, кручение - вид деформации стержня (вала), вызываемый парой аи.
перпендикулярных геометрической оси, т. е. крутящим моментом В поперечном
сечении круглого сплошного вала возникают касательные напряжения, изменяю-
щиеся от нуля в центре тяжести сечения до максимальных значений при макси-
мальном радиусе. Угол закручивания вала определяется законом Гука, характери-
стикой упругих свойств материала является модуль касательной ynpwocmu G
По результатам испытания на кручение определяют характеристики прочно-
сти, по ним ~ допускаемые напряжения По апологии с растяжением, запасыьи-
ют условия прочности по допускаемым напряжениям при кручении, позволяющие
проводить прочностные расчеты.
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6. Плоский изгиб

6.1. Основные пои ти.
Внутренние усилия: поперечная сила и изгибающий момент

Изгиб - вид нагружени, при
котором в поперечных сечени х стержн
возникаел внутреннее усилие изгибающий
момент. Такой вид изгиба называют чистым.
Часто одновременно с изгибающим моментом в
поперечных сечени х действуют поперечные
силы, и тогда изгиб называют поперечным Стер-
жень, испытывающий изгиб, называете балкой.

Изгиб называют плоским, если плоскость
действи внешних сил совпадает с г меной
плоскостью инерции, т. е. плоскостью,Рис.6.1

проход щей через одну из главных центральных осей инерции и геометриче-
скую ось балки (рис. 6.1). Ось балки деформируется в этой же плоскости. Если
силовая плоскость не совпадает с главной плоскостью инерции балки, изгиб
называют косым.

Определение внутренних усилий проводится известным нам методом
сечений. Порядок и особенности его применения рассмотрим на конкретных
простейших примерах.

Определить внутренние усилия в
консольной балке длиной / и загруженной па-
рой сил.

Рассекаем балку сечением 1-1 на
расстоянии х от левого конца на две части
(рис.6.2, а), отбросим правую часть балки, за-
меним ее действие на оставшуюся внутренни-
ми усилиями (рис.6.2, б). Не равно нулю будет
только одно внутреннее усилие - изгибающий

момент Mz.
Составим уравнение равновесия —сумму

моментов всех сил относительно центра тяже-
сти сечения О (рис.6.2, б).

у,

м

0
•f

Пример 1

/

X

Эп.

И . ®

•

1

)|

MZ

II

% х

а

Рис 6.2 Таким образом, по длине балки действу-
ет постоянное по величине внутреннее усилие

- изгибающий момент А// = М(ы т. е. имеем
случай чистого изгиба.
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Рис.6.4

Пример 2.

Уь

F '

3 n . Q v

©

Э п . М г

F/

Рис. 6.5

Построим график (эпюру) М/
(рис. 6.2). Эпюра Mi позвол ет нагл дно
представить изменение момента по длине
балки. Чтобы получить один и тот же знак
изгибающего момента в поперечном сече-
нии» независимо от того, равновесие левой
или правой части рассматриваете в pacneie.
примем следующее правило знаков изги-
бающего момента: изгибающий момент по-
ложителен, если он выгибает балку выпук-
лостью вниз (рис. 6.3), и наоборот, отрица-
телен, если балка от действи
этого момента изгибаете выпуклостью
вверх.

Правило знаков поперечной силы Q.
Q - положительна, если вращает элемент

по часовой стрелке, и отрицательно - про-
тив часовой стрелки (рис.6.4)

Определить внутренние усили дл кон-
сольной балки длиной /, загруженной на левом
конце СИЛОЙ F\pnc. 6.5).

Рассекаем балку сечением 1-1, от-
брасываем правую часть балки, а ее действие
на оставшуюс замен ем внутренними уси-
ли ми. Не равна нулю поперечна сила О, и
изгибающий момент Mz. Составим уравнение
равновеси :

Г - * - А / г = 0 , Mz=F-x.

Строим эпюры внутренних усилий. Q

пост© нно по всей длине. Полученное уравне-

ние Mz представл ет линейную зависимость в

пределах от ну я до/.

При х=0 М: =0

ПрнхЧ MS=FL

Откладыва полученные зиачени , полу-

чим эпюру Мх.
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Пример 3.

Рис.6.6

Определить внутренние усилия
в консольной балке, загруженной рас-
пределенной нагрузкой д по всей
длине б (рис. 6 6).

Как и в примерах 1 и 2, удобно нача-
ло координат выбрать на свободном
конце консоли - не потребуется опре-
делять реакции. Рассекаем балку се-
чением 1-1, отбрасываем левую часть,
заменяем ее действие внутренними
усилиями и составляем уравнения
равновесия (на схеме показаны поло-
жительные направления внутренних
усилий).

Qy = qx - линейная зависимость:

(см. эпюру Q).

Mz=-q— - парабола.

t

Положение экстремума функции определим, приравняв нулю первую
производную:

dM. _

dx
Экстремум д/, прих=0.

Для построения параболы необходимо найти М: в промежуточных се-

чениях, например, при х = - .

Пример 4.
Определить внутренние усилия для балки на двух опорах, нагруженной

сосредоточенной парой сил Мо (рис.6.7). Вначале необходимо определить
опорные реакции, которые тоже относятся к внешним силам.
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2 . *2

3n.Qv

Э а М 2

a+tf*"

с
c 1'

a + b
IMC = 0,

" а + Ь

IX = О, Rh =0.

Проверка:
27=0. Rb + Rc = 0, 0 = 0. Пере-
ходим к определению внутрен-
них усилий по участкам

J& Участок!:

0 <х <ау IY - Rh-Q, = 0

:-М. = 0.

а + Ь
х = 0 М. = 0 ,

Мр
"а+Ь

Рис.6.7

Из приведенных примеров видно, что во всех случаях, как это сле-
дует из уравнений равновесия, поперечная сила численно равна алгебраиче-
ской сумме проекций всех сил, действующих на одну сторону от рассматри-
ваемого сечения, на ось, перпендикулярную к оси балки, а изгибающий мо-
мент - алгебраической сумме моментов всех внешних сил, действующих по
одну сторону от сечения, относительно центра тяжести сечения. Использова-
ние этих правил позволяет записывать выражения внутренних усилий без до-
полнительного построения отсеченной части балки и составления уравнений
равновесия.

Участок 2: 0 <х2<а,

А/о

а + Ь
-Rcx, x = 0

а + Ь
По полученным данным строим эпюры фи А/на участке 2 (рис. 6.7).
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Пример 5.

О
+

ЭаМ г

8

Рис. 6.8

Построим эпюры Q и Л/ для бал-
ки, нагруженной равномерно распре-
деленной нагрузкой интенсивности q
(рис. 6.8).

Из условия симмегрии

Rb = Rc = —-; Rb^ = 0 1 так как

нет сил вдоль X.
Запишем выражения QN и М, для

сечения х, пользуясь известным прави-
лом (пример 4). Qy = Rh-qx- уравне-
ние прямой линии, при х = 0 Qj = Rb,

при х = t Qx = Rh. q£ =-Ч .

Построим эпюру Q.

При д: = 0

- q - - - парабола.

Приравняв -1 к нулю, опре-
x

0, при А-

dMz
- -1

dx
делим сечение, в котором М: = Мтах

dMy dC (
—-— = qx = O дг = - .

dx 2 2
Подставим х - в выражение Mz, найдем значение Мт

Построим эпюру Л/..
Из совместного рассмотрения вида нагрузки, действующей на систему

эпюр Q и А/, можно отметить следующие правила проверки правильности по-
строения эпюр:
• в сечении, где приложена сосредоточенная сила, на эпюре Q имеется ска-

чок в направлении действия этой силы и равной этой силе (рис. 6.5,6.7,

в сечении, где приложена пара сил, на эпюре М имеется скачок на величину
и в направлении действия этой пары сил (рис, 6.2,6.7);
на участках балок, где приложена равномерно распределенная нагрузка q,
поперечная сила Q изменяется по линейному закону, а изгибающий момент
М:- по закону квадратной параболы (рис. 6.6,6.8);



• в шарнирах, если не приложена пара сил, изгибающий момент равен нулю
(рис. 6.7,6.8). Дополнительные правила контроля за правильностью по-
строения эпюр, вытекающие из дифференциальных зависимостей между qy

Qu M, отмечены в п. 6.2.

6.2. Зависимость между распределенной нагрузкой q,
поперечной силой Q в изгибающим моментам М

Между q, Q и М существует зависимость, которая может быть использо-
вана при построении эпюр QH Ми при проверке правильности
построения эпюр.

Я

М +4М

dx
Рис. 6.9

Q+dQ

(6.1)

Рассмотрим равновесие элемента балки длиной dx, вырезанного из бал-
ки, загруженной произвольной нагрузкой (рис.. 6.9). Так как на участке dx со-
средоточенные силы и моменты отсутствуют, то Q и Л/ будут непрерывными
функциями от дг. Следовательно, на расстоянии х + dx они получат приращения
dQ и dM. Составим уравнение равновесия сил, действующих на элемент:

Q_dQ
Ч~ dx'

т. е. распределенная нагрузка равна первой производной от поперечной силы

подг.

Составим уравнение моментов всех сил относительно центра тяжести правого

сечения (точка О):
dx

-j-M- М-0.

Пренебрегая величиной второго порядка малости q —, получим

С* — . (6-2)
т. е. поперечная сила в сечении равна первой производной от изгибающего
момента по х. Из совместного рассмотрения (6.1) и (6.2) запишем:



, dQ d2M
g(x) = - f = — - - .

dx dx"

Из полученных зависимостей следуют, например, такие правила контро-

ля за правильностью построения эпюр Q и М:

а) если Q положительна, то М должен возрастать (рис. 6.7, 6.8);

б) если Q отрицательна, то М - убывает (рис.6.8);

в) если Q = О, М должен иметь экстремальное значение (рис 6.8);

г) если на эпюре Q имеется скачок, на эпюре М должны наблюдаться

переломы, отражающие изменения первой производной. Из этих данных вы-

текает еще ряд следствий, с которыми можно ознакомиться по рекомендован-

ной литературе.

Приведем еще примеры построения эпюр Q и М для более сложных сис-

тем.

Пример 6.

Определить внутренние силовые факюры для балки, приведенной на

рис. 6.10.

Определим опорные реакции из уравнений равновесия:

£ MB=-RA(a + b) + qa(b + -)

А

M A = -qa- + Mn + R Ja + b)- F(a + b + с)=
Л у Г/ D

8 ---4 + 10-3
RB = — 2 = /5 кИ.

ДЛЯ проверки правильности определения реакций составим сумму про-

екций всех сил на вертикальную ось
£Y = 3-8+15-10=0.

Следовательно, опорные реакции определены верно. Вычислим Qv и Л/г

для балки на участках I, II, III.
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III
м*

а~1м

Xt
4 • •>

в—1м, с=/л«

Эй. 0 кН /0

Эп. М,

5\

10

Рис. 6.10.

*"*а Участке 1 0 < х/ < с
(идем справа).

М = -F-дг/ - наклонная прямая,
при х = О М= 0, при х = с
M = -Fc =- ]0! = - ЮкНм.

На участке II 0<х:<Ь
(идем справа).

п р и JC^

На участке Ш 0 < х3 < а
(идем слева).
Q = R.4 ~ дх3 - наклонная пря-
мая.
х3 = 0 Q=RA=3KH,

х^а^ 1 Q^3-8 1 = -5;

Л/ изменяется по закону квад-
ратной параболы. Для нахож-

дения экстремального значения М определим первую производную и прирав-
няем ее нулю:

откуда находим х 3 = — м. Следовательно, экстремальное значение М на III
о

участке будет определено подстановкой XJ=3/8M В выражение М.

М т а х = 3 2 - 8 ^ = ,.О5кН-м.
max g 2

По полученным на участках I - III значения*^ и М построим эпюры Q и
Л/, (рис. 6.10).

После усвоения метода сечений применительно к прямолинейному бру-
су, рассмотрим определение внутренних усилий для плоской рамы - конст-
рукции, состоящей из нескольких прямолинейных, расположенных под углом
друг к другу, участков. Ось рамы представляет собой ломаную линию, так что
каждый прямолинейный участок можно рассматривать как отдельную балку.

Для построения эпюр ординаты откладывают перпендикулярно оси ра-
мы, причем положительные N и Q с внешней стороны рамы, а отрицательные
- с внутренней. Эпюры изгибающих моментов условимся строить на сжатых
волокнах, как это показано в приведенном ниже примере.



36

Пример 7.
Построить эпюры N, Q. Л/для рамы, изображенной на рис. 6.11.

Поскольку эта рама консольная, то удобнее
определение внутренних усилий вести со стороны
свободного конца рамы. В этом случае не нужно оп-
ределять реакции. Всего будет три участка: 1-й на
длине л, 2-й на длине в и 3-й на длине с.

Выберем точку наблюдения внутри рамы - на
рис. 6.11 обозначена кружочком с крестиком. Тогда
для каждого участка можно обозначить привычный
нам верх и низ, и можно пользоваться принятыми
ранее знаками внутренних усилий.

Запишем выражения внутренних усилий по участкам.
1-й участок, 0 <х <а. N=0, так как нет внешних сил, дающих проекцию на
ось*.

Q-qx- прямая при х = О Q = 0. При х - a Q ~ qa.

Рис. 6.11

Экстремум при х = О, т.к. М'. = -qx => М'. =0 при х = 0.

Можно построить эпюры внутренних усилий на 1-м участке. Для этого
построим три рисунка геометрических осей рамы для построения эпюр соот-
ветственно N, Qw М: (рис. 6.12,а,б,в).
2-й участок, 0 < х < е.

Q=0.

Построим эпюры на 2-м участке.

qa

©

qa

3-й участок, 0 < х < с.

a"
'7

qa 2

Ш

я1
2

—\~7
7

й
2

6

Рис 6.12

f-Q. Q~~ qa. Мг = -

qa(c~a/2)

- - х 1.



Построим эпюры на 3-м участке.

6*3. Нормальные напряжения при чистом изгибе

Рассмотрим равновесие элемента балки длиной dx, как это было в разде-
ле 5.3. При чистом изгибе отсутствуют поперечные силы, а изгибающий мо-
мент уравновешивается напряжениями а (рис. 6.13,а). В плоскости сечения

рис. 6.13,6) про-

ведем координат-

ные ОСИ V И Z' ОСЬ V

совпадает с сило-
вой плоскост ью;
ось z перпендику-
лярна оси у и про-
ходит на произ-

б вольной высоте.
а Позднее ее поло-

с е 6.13 жение уточним,
ось х является продольной осью

Составим уравнения равновесия. Из всех возможных уравнений равно-
весия (1.1) останутся только три:

\odA = 0:

А

М -

Остальные уравнения равновесия об-
ращаются в тождества вида 0 = 0.

Так как закономерности изме-
нения а по площади сечения неиз-
вестны, рассмотрим особенное!и де-
формации элемента. При анализе вос-
пользуемся следующими гипотезами,
по ширине сечения, т. е. при у - const,
напряжения а постоянны; продоль-
ные волокна не сдавливаются, а ис-
пытывают только растяжение или
сжатие; и, наконец, сечение при де-

Рис.6,14
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формации не искривляется, т. е. остается плоским.
При деформации элемент длиной dx искривляется, одни волокна растя-

гиваются, другие сжимаются (рис. 6. Последовательно, имеется слой, не ис-
пытывающий ни растяжения, ни сжатиями напряжение а в нем равно нулю.
Линия пересечения этого слоя с плоскостью поперечного сечения называется
нейтральной линией сечения, так как раньше положение оси z в сечении не
уточнялось, примем что ось г'совпадает с нейтральной линией сечения. До де-
формации волокно mint равнялось dx, после деформации произошло его удли-
нение на ydO, таким образом продольная деформация волокна

или, сокращая на dO,

Из физических соображений, по закону Гука, е- — .

Объединяя два последних выражения, получим

а = Е^. (6.3)
Р

Выражение (6.3) подставим в уравнения равновесия £Х=0:

А Р РА

ЕЙ р - величины конечные, следовательно, jydA = S. =0.
А

Если статический момент сечения 5Г равен нулю, то ось z, совпадаю-
щая с нейтральной линией сечения, проходит через центр тяжести Таким об-
разом, оси у и г - его центральные оси.

Выражение (6.3) подставим в последнее уравнение равновесия:

izE^dA = - \zydA = - Уп. = 6/,
\ Р Р\' Р '

откуда следует, что Ул. = 0, следовательно, оси z и у являются главными.
Выражение (6.3) подставим в последнее уравнение равновесия:

A/- \yE^-dA = 0 или M = -E\y?dA.
\ р р ;

Учитывая, что J. = jy2d4 , получим:

р



Из (6.4) следует: кривизна изогнутой оси балки прямо пропорцио-
нальна величине изгибающего момента и обратно пропорциональна жесткости
сечения банки при изгибе (EJZ).

Подставив (6.4) в (6.3), получим:
My

о -- (6.5)

Приведем эпюру изменения сг по высоте сечений, имеющих различ-
ную геометрическую форму: круг, двутавр, прямоугольник (рис. 6.15).

Лриу=0 <т=0,

и м*
npuy = ±- a = ±-—l = crmax

* J- mm
Аналогичный вид эпюр о будет и для любого симметричного относи-

тельно оси 2 сечения

Рис. 6.15

6.4. Касательные на пружен и при поперечном изгибе.
Формула Д. И. Журавского

Так как внутренние усилия при поперечном изгибе - изгибающий
момент и поперечная сила, то наряду с нормальными напряжениями в этом
случае в сечениях возникают и касательные напряжений При этом формула
нормальных напряжений (6.5) справедлива.

Получим формулу для определения г при поперечном изгибе балки
(рис. 6.16). В балке двум плоскостями 1-1 и 2-2 вырежем элемент длиной dx
(рис. 6.16, а). По гран м элемента будут действовать М: и M:+dM:, а также по-
перечная сила Q. Предположим, что на участке длиной dx она постоянна.
Плоскостью 3-3, проходчицей на расстоянии у% отсечем бесконечно малый
элемент балки» затененный на рис. 6.16, а. По его граням будут действовать
возникающие от М: и M:+dM: нормальные напряжения а и а + da и от Q -
касательные напряжения т. На рис. 6.16, б для большой наглядности вырезан-
ный элемент с действующими напряжениями показан в аксонометрии. По го-
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№>a+do

dx

Q

к4:d\i.
х.
о+ da

Рис.6.16

ризонтальной грани элемента, площадь которой составляет bty)-dx, согласно
закону парности касательных напряжений будут действовать т^т.

Для упрощения вывода формулы примем следующие гипотезы:
1 - напряжения г параллельны силе Q,
2 - напряжения г одинаковы по ширине и зависят только от координаты \\

Составим уравнение равновесия для рассматриваемого элемента.
1 Л ' = 0 ,

- jcfdA - zb(y)dx + J(a + do)dA = 0.
A 4

Раскрывая скобки и сокращая получим:

zb(y)dx= jdodA;
4

MY
Нормальные напряжения а определим по формуле (6.5) а = -—.

Дифференцируя а по х и подставляя — в предыдущую формулу, полу-
dx

dx Jz
Jz

Q [vdA

__£
b(y)Jz '

Lгде Q = L и [vdA = S[- статический момент части сечения, распо-
* л:

ложен ной ниже координаты у , т.е. того уровня, на котором определяются ка-
сательные напряжения г. Тогда окончательно формула т, полученная
Д. И. Журавским, запишется в виде:



(6.6)

В соответствии с формулой (6.6) касательные напряжения в поперечном
сечении зависят от ширины Ь(у) и статического момента отсеченной части
площади поперечного сечения 5-. В качестве примера построим эпюру г для
прямоугольного сечения ( рис.6.17).

О Эп Т

- О *

При v = ±

Рис. 6.17

так как 51 = 0.
Определим г для уровня г,
обозиаченного 1-1.

Статический момент
площади части сечения,
отсеченного линией 1-1
(заштрихована), запишется
в виде:

4v*

Подставляя в формулу Журавского (6.6) <S ĵ_; и J. = ,

получим

г = -
2 * 4 1

12
Видно, что эпюра является параболой, а г„*„ при у = 0 составит:

По полученным данным и построим эпюру г (рис. 6.17).

(6.7)

(6.8)

Для круглого сечения (дня справки) г -4Я
ЗА

Условие прочности по касательным напряжениям может быть записано
в виде:
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6.5. Расчет на прочность по допускаемым напряжениям

Чаще всего решающее значение в расчетах на прочность деталей машин
и элементов конструкций оказывают максимальные нормальные напряжения,
действующие в крайних волокнах балок. Поэтому только в специальных слу-
чаях для коротких балок проводят проверку по максимальным касательным
напряжениям или по теориям'прочности для точек сечения, в которых одно-
временно действуют значительные по величине нормальные и касательные
напряжения. Ниже будет рассмотрен расчет на прочность при изгибе по нор-
мальным допускаемым напряжениям, а для других случаев расчета отсылаем к
рекомендуемой литературе.

Наибольшие нормальные напряжения в поперечных сечениях балки не
должны превышать допускаемой для данного материала величины. Эта вели-
чина принимается равной допускаемым напряжениям [о].

Максимальные нормальные напряжения в соответствии с формулой
(6.5) определяются выражением:

— тахУтах
°тах ~* j »

г д е ^ х - расстояние от оси z до крайнего волокна поперечного сечения.

Введем обозначение — — -Wz- осевой момент сопротивления сечения,
У max

окончательно отах запишется в виде:

Момент сопротивления для прямоугольного сечения со сторонами h и b
(рис. 6.15) с учетом (3.7) запишется в виде:

„ . . i . K M i , ^ „ , . » ! . ( 6 , „
' А/2 А/2 6 •' б

Для круга w.=Wy = ̂ - = ̂ - . (6.12)

Условие прочности при изгибе выразится неравенством

Из условия прочности (6.13) можно решать следующие задачи: проекти-
ровочный расчет (подбор сечения), определение несущей способности балки и
проверку прочности.

Проектировочный расчет позволяет определить размеры поперечного
сечения заданной формы при заданных нагрузках и свойствах материала. Из
условия (6.10) определяется величина необходимого момента сопротивления
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По известной величине W: находят размеры поперечного сечения.
Для прямоугольного сечения обычно конструктивно задают отношение h/b=c.

hh2 ,з
Тогда W.= — = — \ h = {IfV. 6c .

6 6с
Для круглого сечения

2 32 V л
Для двутавра - по известной величине Wz подбирают ближайший номер

из сортамента (табл. 2). При этом перегрузка не должна превышать 5%.
Определение несущей способности балки проводится из условия (6.14)

Mdtm=Wz\o\ (6.15)

Затем Мдоп выражается через внешние нагрузки, приложенные к балке,
из полученного выражения определяются допускаемые значения нагрузок

Проверка прочности осуществляется путем установления справедливо-
сти выражения (6.14) при заданных нагрузках, форме и размерах поперечного
сечения и свойствах материала.

Пример 8. Для балки, изображенной на рис. 6.10. (пример 6) подобрать
двутавр из расчета на прочность по допускаемым напряжениям. Допускаемые
напряжения [сг]= 160 МПа.

Из приведенной на рис. 6.10. эпюры изгибающих моментов находим
максимальный изгибающий момент, который составляет 10 кНм.

Из условия прочности (6.13) определим величину осевого момента со-

противления w, = ^ f = W ' W

 Л = 6J5 • I0~SM 3 = 62,5 см3

Н 160 I06

По таблице 2 находим двутавр с близким значением W..
Это 112, W[ =58,4см3. При этом максимальные напряжения состава!

&»>nr =
Wl 58,4-W6

Перегрузка составляет ~ • 100% = 6,9%, что превышает 5%.

Выберем из табл. 2 следующий больший номер двутавра. 1 1 4 , W* = 81.7 см3.

Максимальные напряжения составят

- . W: 81,7 Ю6

160
Окончательно назначаем 114.

Недогрузка составит 100% = 23,7%.
160
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6.6* Рациональная форма поперечного сечения при изгибе

Расход материала пропорционален площади поперечного сечения А, а
несущая способность балки в соответствии с (6.15) - моменту сопротивления
Wz. Поэтому более экономичной будет конструкция, у которой отношение W/A
будет иметь возможно большее значение.

Рассмотрим эффективность использования трех рассмотрен нных ранее

сечений: прямоугольного - = 2, круглого и двутаврового. Произведем подбор
Ь

сечений для одного и того же значения Л/„,аг=100 кНм, материал - сталь,
[<т|=200МПа.

Из (6.14) W * Ш:2° = з • 10'4м3 = 500 см3.
200 106

Для прямоугольного сечения
А»^-6-2 «#500-12 «18,2 см, Ь=9,1см, А = ]65см2.

Для круглого сечения

Л J32W. /32-500 tntx л w 2

V лг V 3,14
Для двутавра - по сортаменту1 30а W.=518CM5, А=49.9СМ2(СМ. табл.2).

По сравнению с двутавровым сечением расход материала для прямо-
угольного больше в 4,1 раза, для круглого - в 5,8 раз. Таким образом, наибо-
лее нерациональным является круглое сечение, наиболее эффективным - дву-
тавровое. Причем, расхождение составляет 4 - 6 раза. Круглое сечение являет-
ся наиболее невыгодным потому, что значительная часть материала попадает в
зону, близкую к оси Z, где напряжения малы и материал в значительной части
оказывается незагруженным.

6.7. Деформации балок при изгибе

Деформации балок характеризуются двумя параметрами: углом поворо-
та сечения в и прогибом центра тяжести сечения у ( рис. 6.18).

у к Приближенное дифференциальное
уравнение изогнутой оси балки может
быть получено следующим путем. Кри-
визна линии имеет вид:

± f c ± f L Z (6.16)

РИС. 6.18



45

В свою очередь — из выражения (6.4 ) запишется в виде:
Р

1 = Mz

Р~ EJ '
Из совместного рассмотрения этих уравнений и при принятом правиле

знаков в,у,М следует:
dx2 EJ

После первого интефирования найдем угол поворота

интефируя это выражение еще раз, получим прогибу:

(6.17)

(6.18)

(6.19)

где постоянные С и D определяются из начальных условий.
Пример 9.

Определить угол поворота 9С и прогиб сечения Сус для консольной бал-
ки длиной / и жесткостью при изги-
бе EJ (рис. 6.19).
Из условий равновесия находим:

У
Мв

4 'Т у\гR \

1
 RB

В
к Х о.

F

i

1

с

Рис. 6.19

Запишем М для сечения х.
М.=квл +MB=F(-Fx.

Подставим hi. в (6.! 8):

Постоянную С определим из начальных условий. При х=0 С^О^О, так
как угол поворота сечения В равен нулю.

'• и. иг/
Для определения ус обратимся к формуле (6J9).

f , rF{C-x)dx л
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Fix- Fx2 \dx
)

3EJT

Итак, при плоском прямом изгибе, когда плоскость действия внешних
сил проходит через главную ось сечения, в поперечном сечении возникают
внутренние силовые факторы Q (поперечная сила) и М (изгибающий момент)
Если Q=0, то такой изгиб называют чистым В поперечном сечении дейст-
вуют линейно распределенные по высоте нормальные напряжения, имеющие
наибольшие и наименьшие значения в крайних волокнах и равные нпю в цен-
тре тяжести сечения Равнодействующей поперечной силы Q являются ка-
сательные напряжения г, распределенные по сечению неравномерно В подав-
ляющем большинстве случаев в бачках большой длины прочность определяет-
ся максимальными нормальными напряжениями, т. е условие прочности за-
писывается в виде <ттах < [сг].

При изгибе ось балки искривляется, и деформации балки оценивают
двумя параметрами - прогибом и углом поворота сечения бачки, которые оп-
ределяют из приближен)юго дифференциачьного уравнения изогнутой оси
балки.

7. Сложное сопротивление
7.1. Косой изгиб. Нормальные напряжения. Условие прочности

Раньше были рассмотрены простые виды нагружений: растяжение,
сдвиг, кручение, изгиб. На практике встречаются случаи одновременного дей-
ствия в поперечном сечении нескольких внутренних усилий, например, про-
дольной силы, крутящего и изгибающего моментов. Эти случаи нагружения
(деформирования) называют "сложное сопротивление".

Косой изгиб, как отмечали раньше, такой случай изгиба, когда плос-
кость действия изгибающего момента не совпадает с главной осью сечения.
На рис. 7.1, а консольная балка загружена изгибающим моментом Mlh плос-
кость действия которого к оси у под углом а.

Изгибающий момент М<, раскладывают на составляющие относительно

осей у и г.
М: = М„ cos а, Му = Mo sin a
Нормальные напряжения в

точке с координатами z, у опреде-
ляются суммой напряжений от М7

и My,:

Рис. 7.1
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ИЛИ
У z \

а-МЛ — c o s a - f — s i n a .J

(7.1)

(7.2)

"У J
Если приравнять напряжение нулю, то в плоскости сечения получим

уравнение нейтральной (нулевой) линии:

У

J cosa + ^O или = - z О J
J

tga,

У 'У
где yonzo- координаты точек нулевой линии у (рис. 7.1, б)

Угол наклона нейтральной линии определяется формулой

Л.

(7.3)

(7.4)

где Р - угол между нулевой линией и осью z tg
Знак минус в (7.1) указывает на то, что линия нагрузки и нулевая линия

лежат в разных четвертях. При J: *Jy нейтральная линия не перпендикулярна
плоскости действия Мо. Наибольшие напряжения возникают в точках, наибо-
лее удаленных от нулевой линии. Для поперечного сечения с выступающими
углами (например, прямоугольного), наибольшие напряжения можно вычис-
лять по формуле

где W. и Wx - моменты сопротивления
сечения.

В этом случае условие прочно-
сти имеет вид:

опах=^ + ̂  <{<х]. (7.5)

Для других сечений необходимо
определить координаты zmax и утах

наиболее удаленной от нулевой линии
точки сечения, найти апшх и подста-
вить в условие прочности (7.5).

7.2. Внецентреннос растяже-
ние и сжатие

Если продольная, сила, парал-
лельная продольной оси, не совпадает
с геометрической осью стержня, то
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возникает внецентренное растяжение (сжатие).
Пусть такая сила F приложена к торцу стержня в точке сечения с коор-

динатами zF, yF. Внутренние усилия в любом сечении стержня показаны на
рис. 7.2 и равны *

N-F, М: = FyF, A/> = FzF.
Используя основные формулы для напряжений при простых видах де-

формирования и принцип независимости действия сил, получим формулу на-
пряжений а при внецентренном растяжении:

<J = - + F y

r

F ' y + F'Zr

F'Z. (7.6)

Приравняв (7.6) нулю, получим уравнение нулевой линии

1 УаУг zozF
Jy

= 0. (7.7)

нулевая
ушния

Из формулы (7.7) следует, что ней-
тральная линия не проходит через центр тя-
жести сечения и лежит с противоположной
стороны центра тяжести по отношению к
точке приложения силы (рис. 7.3)

Чем дальше от нейтральной линии на-
ходится точка сечения, тем больше напря-
жения (рис. 7.3.). А условие прочности за-
пишется в виде:

о т л < [ а ] . (7.8)
Для сечения с выступающими углами amdX

будут определяться по формуле:

_ N Л/. Му

°тах ' А + w\ + WY '

Для других сечений при определении Ow в формулу (7.6) следует под-
ставить координаты точки у и z, наиболее удаленной от нулевой линии.

7 J. Кручение с изгибом

Эпм Эп.т
&max Xjnax

-0+ /

Рис. 7.3

Эп

ШЗЕ
Эп

ш+ш;

Л/.

IfJII

мкт

Рис. 7.4
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В вале круглого сплошного сечения действуют одновременно изгибаю-
щий и крутящий моменты (рис. 7.4, а)

Эпюры распределения напряжений по поперечному сечению приведены
на рис. 7,4, б.

При изгибе максимальные напряжения возникают в верхних и нижних
волокнах,

Mztmaxс = ,max ш
Р

при кручении - по контуру сечения действуют максимальные касатель-
ные напряжения:

^Мк,тах
max цг

Компоненты напряжений по площадкам элемента вокруг наиболее на-
груженной точки В показаны на рис. 7.4. б. На рис. 7.5, а приведена плоская
картина компонентов напряжений по граням элемента общего положения,

главные напряжения определим по известной формуле

71.3 2 2
+4т2

Положение главных площадок и направление главных напряжений по-
казаны на рис. 7.5, б.

Прочность при сложном напряженном состоянии необходимо прове-
рять по теориям прочности. Так, по третьей теории прочности

а, - <т3 < [ а ].
Подставим значения С\ и Сз, условие прочности примет вид:

yjcr2 +4r2<[a]. (7.9)

Подставляя значения с и х , получим:
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\м} + м2

к*[*]. (7.Ю)

При сложном сопротивлении в поперечном сечении стержня возникает
несколько внутренних силовых факторов. В общем случае их может быть
шесть:
N, Q» Q-, Л/х, Му и М:. Определение напряжений от каждого внутреннего уси-
лия определяется по формулам для напряжений при простых видах деформи-
рования. Пользуясь принципом независимости действия сил, можно опреде-
лить нормальные напряжения в общем случае сложного сопротивления. За-
дача определения касательных напряжений в поперечном сечении стержня
требует дополнительного анализа Полное касательное напряжение на пло-
щадке можно определить как геометрическую сумму. При сложном напря-
женном состоянии расчет на прочность проводится по теориям прочности

8. Динамическое действие нагрузки

8.1. Расчет на прочность при равноускоренном движении

В предыдущих главах рассмотрено действие статических нагрузок, ускоре-
ния пренебрежимо малы. Если приложена динами-

TV 1 ческая нагрузка, возникают ускорения и, соответст-
венно силы инерции, вызывающие дополнительные
напряжения. Метод расчета в рассматриваемом слу-
чае основан на принципе Даламб^ра: движущееся с
ускорением тело рассматривается находящимся в
состоянии мгновенного равновесия, если дополни-
тельно приложить к нему силы инерции. Предполо-
жим, что тело G поднимают равноускоренно с уско-
рением а на стальном тросе (рис.8.1). Определим
напряжения в тросе, если его площадь поперечного
сечения А. На рис.8.1, а показана расчетная схема
при статической нагрузке, а на рис.8.1, б - при рав-

ноускоренном движении. Дополнительно к силе веса G добавляется сила
инерции Fu:

G

\
\

Рис. 8.1

так что условие равновесия системы запишется в виде:

Д g { g,
Динамические напряжения

(8.1)
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(8.2)
A\ g

где Ост - напряжения от статического действия нагрузок, Кд - динамиче-
ский коэффициент.

Условие прочности примет вид:

[а]. (8.3)

///////

8.2. Расчет на удар
Рассмотрим случай продольного удара тела

весом G при падении с высоты h (рис.8.2). Скорость
падения при ударе

откуда h = — .

При дальнейшем анализе удара примем следую-
щие допущения: а) при ударе возникают только уп-
ругие деформации; б) ударяющее тело не отскакива-

Рис. 8.2 е т о т ударяемого, а перемещаются вместе; в) масса
ударяющего тела много больше массы ударяемого.

Под действием удара ударяемое тело деформируется на Л £ л , так что

величина полной работы падающего тела

P-G[h + MM). (8.4)

Потенциальная энергия деформации при сжатии

21

Приравнивая Uu P, получим Д^ л Е АСД — к = 0.
ЕА ЕА

Учитывая, что Д ^ « — , получим
СлА

Решая это квадратное уравнение, находим

(8.6)

cr2 - IMcjh = 0. (8.7)

Решение со знаком "минус" противоречит физическому смыслу, поэтому

окончательно имеем:

где К д - динамический коэффициент.

-МСТКД , (8.8)
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Учитывая линейную связь между деформациями и напряжениями.

запишем

Условие прочности имеет вид:

<Jn<\

(8.9)

(8.10)

8*3. Прочность при циклически изменяющихся напряжениях

К динамическим нагрузкам можно отнести и периодически повторяю-
щиеся нагрузки, действующие на элементы конструкций, такие как валы, кла-
панные пружины двигателей, оси железнодорожных вагонов, лопатки турбин,
гребные винты и т. п. Как показывает статистика, более 80% поломок таких
изделий происходит внезапно, при напряжениях меньших предела текучести
материала. Такого рода изломы, вызванные переменными напряжениями, назы-
вают усталостными, а потерю прочности металла, связанную с действиями пе-
ременных нагрузок, усталостью материала. Способность материала сопротив-
ляться многократно повторяющимся нагрузкам называют выносливостью.

Усталостное разрушение проявляется в постепенном накоплении по-
вреждений, приводящих к изменению свойств, возникновению трещин, посте-
пенному их развитию, заканчивающемуся мгновенным доломом при возраста-
нии в ослабленном трещиной сечении напряжений до критической величины.
Поэтому в изломах усталости наблюдают &ве различные зоны: наружную, с
гладкой блестящей поверхностью и внутреннюю, шероховатую. Первая связана
с зарождением и постепенным развитием усталостной трещи ьы от циклического
действия нагрузки. Вследствие контактного взаимодействия ответных поверхно-
стей подрастающей трещины и образуется в изломе блестящая, притертая зона.

Совокупность всех значений напряжений за один период их изменения назы-
вают циклом напряжений.

Покажем основные параметры цикла (рис.8.3), напряжения в котором ме-
няются от (Тщах до crmm. Здесь Т-период цикча. Заметим, что форма кривой a(t) на
усталость материала особой роли не играет.

Рис. 83
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Алгебраическая полусумма максимального а„ах и минимального атт на-
пряжений цикла называется средним напряжением ат

а полуразность - амплитудой цикла оа.

Отношение

(8.11)

(8.12)

(8 13)

называют коэффициентом асилшетрии цикла напряжений
Если а т а х = о т | П, то цикл называют симметричным (R^ = -1),
если отт = 0, - отнулевым (Re^ 0) (рис.8,4).

Рис 8.4

Наибольшее значение максимального напряжения цикла спнп, которое не
вызывает разрушения испытываемого на выносливость образца из данного мате-
|жала при неограниченно большом числе циклов, называется пределом выносли-
вости. Его обозначают сгя, где R—коэффициент асимметрии цикча. При сим-
метричном цикле предел выносливости обозначается a.jy при отнупевом —от».

Для опытного определения предела выносливости используют специальные
испытательные машины. Наиболее распространены испытания на изгиб с вра-
щением . Образец нагружают чистым изгибом и вращают. Схема такого нагру-
кения приведена на рис.8.5.__

Рис.8.5
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Образец устанавливается на подшипниках, а нагрузка на образец передает-
ся через подвеску, прикрепленную к образцу также на подшипниках. За один
оборот образца напряжения в каждой точке поперечного сечения испытывают
один симметричный цикл нагружения.

Величина атах (атш) определяется нагрузкой F. Чем больше /\ т. е. чем
больше атаХ1 тем меньше чис f,> циклов до разрушения выдержит образец, и на-
оборот.

Для определения предела выносливости испытуемого материала изго-
тавливают не менее десяти одинаковых образцов. Задаваясь различными значе-
ниями атах, определяют число циклов Л', при которых разрушается образец. По
результатам испытаний строят кривую выносливости omax^/(N) Эту кривую
обычно строят в полулогарифмических координатах (рис.8.6).

кривая выносливости
( Велера)

Рис. 8.6

Для стальных образцов при нормальной температуре установлено, что ес-
ли образец не разрушился до 10 циклов, то он не разрушится и при более дли-
тельном испытании. Это число циклов, равное десяти миллионам, называют
базой испытаний. Для цветных металлов не удается установить такое число
циклов, после которого образец бы в дальнейшем не разрушился Для таких
металлов база испытаний увеличивается до 108 циклов. В нашем случае (рис.8 6)
при усталостном испытании стальных образцов образцы 6, 7 и 9 не разрушились
на базе испытаний (107 циклов) и показаны стрелками. В рез>льтате устанавли-
вается наибольшее напряжение, при котором не происходит разрушение образ-
ца. Это напряжение и является пределом выносливости при симметричном
цикле ст./.

Обычно для сталей а.|« (0,4 - 0,5) aB, для углеродистых - ближе к 0,4 , для
легированных - ближе к 0,5. Для цветных металлов а.\^ (0,25 - 0,5) а в

Определение предела выносливости при несимметричных циклах (R *-1)
делает задачу экспериментально более сложной.
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На величину предела выносливости детали при заданной характеристике
цикла влияет целый ряд факторов: геометрическая форма, состояние поверхно-
сти детали, размеры, среда, температура, частота нагружения и др. Кратко рас-
смотрим основные из них.

Концентрация напрялсений. В местах резкого изменения геометриче-
ской формы детали (выточки, острые углы, шпоночные канавки, галтели и т. д.)
возникают местные повышенные напряжения, что облегчает зарождение тре-
щин и снижает предел выносливости. Уменьшение предела выносливости учи-
тывают введением эффективного коэффициента концентрации напряжений К& ;

^ = - ^ - , (8.14)

где сту- предел выносливости стандартного образца,
a j к — предел выносливости образца тех же размеров, но с концентра-

тором напряжений.
Влияние размеров (масштабный фактор). С ростом абсолютных разме-

ров детали предел выносливости понижается. Этот эффект носит название мас-
штабного фактора. Влияние размеров учитывают отношением предела выносли-
вости детали заданных размеров а.?м к пределу выносливости лабораторного
образца (d = 7 - 10 мм) и называют эту величину коэффициентом масштаба J3\f

Фи<1)
П а~1М / о 1 с ч

Рм = •• (SA5)

Качество поверхности детали. В большинстве случаев усталостное
разрушение (зарождение трещин) начинается с поверхности. Следовательно,
условия, облегчающие или затрудняющие образование трещин, оказывают влия-
ния на величину предела выносливости детали. Влияние состояния поверхности
на выносливость оценивается коэффициентом поверхностной чувствительности
Д/, который равен отношению предела выносливости испытуемого обра ли с
определенной обработкой поверхности a_ui к пределу выносливости полирован-
ного образца а.}, т. е.:

A i 5 * ^ - - (8.16)

В большинстве случаев /?//< 1. Упрочняющие обработки, например, по-
верхностное пластическое деформирование (ППД), наоборот, увеличивают пре-
дел выносливости.

С учетом рассмотренных факторов предел выносливости детали можно
записать в виде

( 8 1 7 )

& условие циклической прочности при симметричном цикле - неравенством
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Здесь я и [«] - соответственно фактический и нормативный коэффициенты запа-
са. Последний в зависимости от условий эксплуатации, назначения конструкции,
качества обслуживания и другихфакторов назначается в пределах от 1,3 до 6,0 .

Быстро изменяющиеся нагрузки вызывают перемещение meia с
ускорениями, сопровождающимися появлением сил инерции Вызываемые в этом
случае нагрузками перемещения, деформации и напряжения называют динами-
ческими. Эти параметры могут быть найдены путем увеличения перемещений,
деформаций и напряжений, возникающих от статического действия нагрузки,
пропорционально динамическому коэффициенту Кд.

Циклически повторяющиеся нагрузки сопровождаются накоплением по-
вреждений, приводящих к необратимому изменению механических свойств и
разрупиению детали при напряжениях, меньших предела текучести Характери-
стикой свойств материала сопротивляться усталостному разрушению являет-
ся предел выносливости. В реальной детапи на ее величину влияют концентра-
торы напряжений, размеры и состояние поверхности детали, среда, темпера-
тура и тому подобное, что необходгшо учитывать при оценке усталостной
прочности.
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9. Выполнение контрольной работы

9.1. Рекомендации к выполнению контрольной работы

Приступать к выполнению задания необходимо лишь после изучения со-
ответствующего учебного материала.
Студенты заочного отделения выполняют работу в тетради чернилами,
разборчивым подчерком, с полями 4 см для замечаний рецензента Требо-
вания по оформлению работы студентам вечернего отделения доводятся
на практических занятиях.
На титульном листе контрольной работы следует четко написать: наиме-
нование министерства, вуза, кафедры, номер контрольной работы и ее на-
звание, шифр (номер варианта), номер группы, фамилию и. о. Ст\денты
заочного обучения дополнительно указывают дату отсылки работы и точ-
ный почтовый адрес.
Данные для решения задачи следует брать из таблицы 3 в соответствии со
своим личным номером (шифром), определяемым двумя последними
цифрами (номера зачетной книжки), причем предпоследнюю четн>ю при-
нимать равной 0, а нечетную - 1. Например: 123456 - вариант 16, 123446 -
вариант 6. Номер варианта студентам безотрывной формы обучения со-
общается преподавателем на практических занятиях.
Перед решением каждой задачи надо выписать полностью ее условие,
составить аккуратно схему в масштабе и указать на ней величины, необ-
ходимые для расчета.

Решение должно сопровождаться краткими и грамотными, без сокраще-
ния слов, пояснениями и чертежами, ссылкой на чертежи и использован-
ную литературу. Необходимо избегать механического пересказа учебника.
Все вычисления следует проводить с обоснованной точностью, соответст-
вующей практической целесообразности. Чаще всего в прочностных рас-
четах достаточно в числовых ответах иметь три значащих цифры
Необходимо указывать размерность всех величин, получаемых в резуль-
тате вычислений.

После выполнения контрольная работа предъявляется для проверки и за-
щиты. При защите студент должен уметь решать задачу по соответст-
вующему разделу курса. Работа должна выполняться в установленные
графиком сроки и регистрироваться в деканате не позднее недели до на-
чала зачетно-экзаменационной сессии.
В зависимости от специальности и объема курса преподаватель можег
варьировать количество контрольных задач.
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9.2. Задания к контрольной работе

9.2.1. Определение внутренних силовых факторов.
Задачи 1-5. Для заданных расчетных схем (рис. 9.1 - 9.5), выбранных в соот-
ветствии с шифром, определить внутренние силовые факторы: записать их
аналитические выражения по участкам и построить эпюры. Данные расчета
взять из таблицы._Рабочип вариант полученных эпюр сохранить, так как они
потребуются при выполнении расчетов на прочность

9.2.2. Расчет на прочность по допускаемым напряжениям.

Задача № 6. По данным внутренних усилий задач 1 и 2 (приведя полученные

ранее расчетные схемы и эпюры внутренних усилий) определить площадь

поперечного сечения А ( рис. 9.1) и диаметры стержней, (рис. 9.2, d/D=0,7).

Допускаемое напряжение для материала стержней [а]=160 МПа,

[т]=100МПа.

Задача № 7. Подобрать размеры поперечного сечения балки (рис. 9.3), если

допускаемое напряжение [а]=140 МПа. Форма поперечного сечения для схе-

мы рис. 9.3. а - прямоугольная с соотношением высоты h к ширине в, равной

двум; для рис. 9.3.6 - двутавр.

9.23. Анализ напряженного и деформированного состояний
Задача № 8. Стальной кубик (рис. 9.6) находится под действием сил, соз-
дающих плоское напряженное состояние. Определить:

4 а) главные напряжения и направление главных
площадок,
б) максимальные касательные напряжения;

хч% в) относительные деформации ех, еч, е,;
г) относительное изменение объема;

а> д) удельную потенциальную энергию упругих

Рис. 9.6 деформаций. Е стали - 2-105 МПа, ц.=0,3.

9.2.4. Расчеты на прочность при сложном сопротивлении
Задача Л* 9. Для плоской рамы (рис.9.4) подобрать круглое поперечное се-
чение. Построим эпюры напряжений в опасном сечении. Допускаемое на-
пряжение материала [а]=180 МПа.

Задача № 10. Для схемы (рис.9.5) провести анализ напряженного состояния
в опасной точке сечения, определить величину и направление главных на-
пряжений, рассчитать диаметр сплошного круглого стержня по теории мак-
симальных касательных напряжений. Построим эпюры напряжений в опас-
ном сечении. Допускаемые напряжения материала [о]=200 МПа. Длины уча-
стков вне равны а.

Перед выполнением работы ознакомиться с рекомендациями к выполнению
контрольных работ
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Сталь горячекатаная. Валки двутавровые (до ГОСТ 8239-72)
Обозначения:

h - высота балки J- момент инерции
b - ширина полки W - момент сопротивления
d - толщина стенки г - радиус инерции
t - средняя толщина полки S - статический момент нолуссчеиия

Таблица 2

Номер
профиля

10
12
14
16
18
18а

20
20а
22
22а
24
24а
27
27а
30
30а
33
36
40
45
50
55

60

Размеры, мм

h

100
120
140
160
180
180
200
200
220
220
240
240
270
270
300
300
330
360
400
450
500
550
soo

b

56
64
73
81
90
100
100
110
110
120
115
125
125
135
135
145
140
145
155
teo
170
180
190

d

4,5
4,8
4,9
5
5,1
5,1
5,2

ь
_5

1
2 ,

5,4
5.4
5,6
5,6
6
6
6,5
6,5
7
7,5
8,3
9
10
11
12

t

7,2
7,3
7,5
7.8
8,1
8,3
8,4
8,6
8,7
8,9
9,5
9,8
9,8
10,2
10,2
10,7
11.2
12,3
13
14,2
15,2
16,5
17,8

Площадь
сечения А,

см
2

12
14,7
17,4
20,2
23,4
25,4
26.8
28,9
30,6
32,8
34.8
37,5
40.2
43.2
46,5
49,9
53,8
61.9
72,6
847
100
118
138

см
4

198
350
572
873
1290
1430
1840
2030
2550
2790
3460
3800
5010
5500
7080
7780
9840
13380
t9062
27696
39727
55962
76806

w
X i

см
3

39,7
58,4
81,7
109
143
159
184
203
232
254
289
317
371
407
472
518
597
743
953
1231
1589
2035
2560

CM

4,06
4,88
5,73
6,57
7,42
7,51
8,28
8,37
9,13
9,22
9,97
10,1
11.2
11,3
12,3
12.5
13,5
14,7
16,2
18,1
19,9
21,8
23.6

S
x
,

см
э

23
33,7
4̂6,8
62,3
81,4
89,8
104
114
131
143
163
178
210
229
268
292
339
423
545
708
919
1181
1491

см
4

17,9
27,9
41.9
58,6

L
82,6
114
115.
155
157
206
198
260
260
337
337
436
419
5t6
667
808
1043
1356
1725

w
y t

см
3

6,49
8,72
11.5
14,5
18.4
22.8
23 1
28,2 J
28,6
34,3
34,5
41.6
41,5
50
49,9
60,1
59,9 _
71..1
86,1
101
123
151
182

CM

1,22
1,38
1,55
1,7
1,88
2,12
2,07
2,32
2,27
2,5
2,37
2,63
2,54
2,8
2,69
2,95
2,79
2,89
3,03
3,09
3,23
3,39
3,54

Масса
1м, юг

9,48
11,5
13,7
15,9
18,4
19.9
21
22,7
24
25,8
27,3
29.4
31.5
33,9
36,5
39,2
42,2
48,6
57
66,5
78,5
92,6
108



Таблица 3

вари-

анта

i

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

2!

22

23

24

25

Номер

схемы

на

рисунке

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

6

7

8

9

10

5

4

3

2

1

5

6

4

8

7

Силы, кН

F

20

30

40

10

30

20

10

30

20

10

20

30

40

30

20

10

20

30

40

30

20

10

20

30

40

F,

30

20

30

30

10

30

20

20

10

30

20

10

20

30

30

20 J

10

20

10

30 '

10

20

40

10

F
2

40

40

20

20

20

10

30

10

30

20

10

30

10

10

20

30

40

30

20

10

40

30

20

10

20

Моменты сил, кН м

т,

20
30
40
10
20
20
30
40
10
10
20
30
40
30
20
10
20
30
40
30
20
10
20
30
40

т
2

30
20
30
20
30
40
10
20
30
40
30
10
10
20
30
40
30
20
10
10
20
30
40
20
30

Т
3

40
40
20
30
40
30
20
10
40
30
20
10
20
30
40
30
20
10
20
30
40
30

""" 20

Мо

30
20
10
20
30
10
20
30
20
10
20
30
20
30
10
20
10
20
30
40
10
20
30

10 40
20 ] 20

Распреде-

ленная

нaiрузка

40

20

30

10

10

20

30

40

30

20

10

20

30

40

30

20

10

20

30

40

10

20

30 ,

40

20

Напряжений, МПа

<Тх

100

200

300

400

500

-500

-400

-300

-200

-100

100

200

300

400

500

100

200

300

400

500

500

400

300

200

100

500

400

300

200

100

100

200

300

400

500

-400

-500

-300

-200

-100

300

400

500

200

100

-200

-300

200

100

500

Тху

300

200

100

400

500

300

400

200

100

500

200

300

400

500

100

-500

-400

-300

-200

-100

300

200

-400

-300

-200

Длима

1,0
J
,2
,3
,4
,5
,4
,3
,2
,1
,0
,!

л

,4
,5
,4
,3
,2
''
,0
,1
,2
,3
,4
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